(EUVRES 


COMPLETES 

DE NIELS HENRIK ABEL 

nouvelle Edition 

PUBLIEE AUX FRAIS DE L'ETAT XORVEGIEN 

PAR MM. L. SYLOW ET S. LIE 


TOME PREMIER 

CONTENANT LES MEMOIRES PUBLIES PAR ABEL 



CHRISTIANIA 

JMPRIMERIE DE 6R0NDAHL & 80N 


M DC CO LXXXI 




XIY. 

RECHERCHES SUR LA SERIE 14-». r i i ««(■»- iK« .-2) , , 

' 1 ‘ ' 1.2 ‘ ' 1.2.3 ' l 


Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crelfo, Bd. I, Berlin 1826 . 


1 . 

Si l’on fait snbir au raisonnement dont on se sort en general quand il 
s’agit des series infinies, un examen plus exact, on trouvera qu’il est, it tout 
prendre, peu satisfaisant, et que par consequent le nombre des thdor&mes, c,on- 
cernant les scries infinies, qui peuvent etre considdrds comme rigoureusement 
fondds, est trds limitd. On applique ordinairement les operations de l’analyse 
aux series infinies de la meme manidre que si les sdries etaient finies, ce 
qui ne me semble pas permis sans ddmonstration particulidre. Si par ex- 
emple on doit multiplier deux sdries infinies l’une par l’antre, on pose 

(u 0 -)- U x -)- M a -j- V . 3 -j- . . • ) (v 0 -f- -j- V 2 -|- iq -f- • • • ) = U„ V 0 -f- 

+ ( U « V * + M l«l + M 3 f 0 ) -) h {u 0 V n -f- + (- U n V 0 ) -| 

Cette Equation est trds juste lorsque les series u 0 u t -J- . . . e t v () -4-- ?•, _| 

■ S0I,f finies. Mais si elles sont infinies, il est d’abord ndeessaire qu’elles con- 
vergent, car une sdrie divergente n’a pas de somme; ensuite la sdrie du 
second membre doit de meme converger. C’est settlement avec cette restric- 
tion que l’expression ci-dessus est juste; mais, si je ne me trompe, jusqu’d, 
prdsent on n y a pas eti egard. C’est ce qu’on se propose de faire dans ce 
mdmoire. Il y a encore plusieurs operations semblables it justifier p. ex. 
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le proc^de ordinaire pour diviser une quantity par- une serie infinie, celui 
de l’£l£vation d’une s&ie infinie k une puissance, celui de la determination 
de son logarithme, de son sinus, de son cosinus, etc. 

Un autre procede qu’on trouve frdquemment dans l’analyse, et qui assez 
souvent conduit k dee contradictions, c’est qu’on se sert des series divergentes 
pour revaluation des valeurs numeriques des series. Une serie divergente 
ne peut jamais etre egale k une quantite d^terminde; c’est seulement une 
expression jouissant de certaines proprietes qui se rapportent aux operations 
auxquelles la serie est soumise. 

Les series divergentes peuvent quelquefois servir avec succfes de sym- 
boles pour exprimer telle ou telle proposition dune manure abr^gde; mais 
on ne saurait jamais les mettre a la place de quantites detenninees. Par 
un tel procede on peut demontrer tout ce qu’on veut, l’impossible aussi bien 
que le possible. 

Une des series les plus remarquables dans b analyse alg^brique est 
celle-ci : 


1 



x 


1.2 x 


m(rn — 1) (m — 

T72T3 



m(m — 1) (m — 2) * • • [m — (» — 1)] 

i“2.3...n 


x n ~] . 


Lorsque m est un nombre entier positif, on sait que la somme de cette serie, 
qui dans ce cas est finie, peut s’exprimer par (1-j-a:)” 1 . Lorsque m n’est 
pas un nombre entier, la s&rie ira k l’infini, et elle sera convergente ou di- 
vergente, selon les differentes valeurs qu’on attribuera a m et k x . Dans 
ce cas on pose de meme liquation 

mais alors l egality exprime seulement que les deux expressions 

■(!+*)• et l+f* + =^=a*'+... 

ont certaines proprietes communes desquelles, pour certaines valeurs de m 
et de x, d dp end l’dgalitd numdrique des expressions. On suppose que 
l’dgalitd numdrique aura toujours lieu, lorsque la sdrie est convergente; 
mais c’est ce qui jusqu’st prdsent n’est pas encore ddmontrd. On n’a 
meme pas examind tous les cas ou la sdrie est convergente. Lors meme 
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quon suppose l’existence de liquation ci-dessus, il reste encore h chercher 
la valeui de ( 1 -|— car cette expression a en general urie infinite de va- 
leurs diffdientes, tandis que la serie 1 — | — 772.3? — { — • -» • n*en a qu’une seule. 

Le but de ce m&noire est d’essayer de remplir une lacune par la so- 
lution complete du problem e suivant: 

’’Trouver la somme de la serie 


i i m , 


m(m — 1 ) ^ 


1.2 


m (m — 1) ( n 


1 . 2.3 






? pour toutes les valeurs r^elles ou imaginaires de x et de m pour 
’’lesquelles la serie est convergente.” 


2 . 

Nous allons d’abord etablir quelques theor^mes n^cessaires sur les series. 
L/excellent ouvrage de M. Cauchy ”Cours d’analyse de Fecde polyteclmique”, 
qui doit etre lu par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches 
mathematiques, nous servira de guide. 

Definition . Une serie quelconque 

V 0 ~f“ v i ~h 4“ * * 4 V m ‘ 4 4 

sera dite convergente, si pour des valeurs toujours croissantes de m, la 
somme v 0 -{- v x -f- « • • + v m s’approclie indefiniment d une certaine limite. 
Cette limite s’appellera la somme de la s€rie. Dans le cas contraire la serie 
sera dite divergente, et elle n’a pas de somme. D’aprfes cette definition, pour 
qu’une serie soit convergente, il est necessaire et il suffit que pour des va- 
leurs toujours croissantes de m 7 la somme v m + v m+l -\ + v m+n s’approche 

indefiniment de zero, quelle que soit la valeur de n . 

Done, dans une serie convergent^ quelconque, le terme general v m s’ap- 
prochera indefiniment de zero*). 

ThSorbne I. Si en designant par p 0 , p, , (fi . . . une serie de quantity 
positives, le quotient — > pour des valeurs toujours croissantes de m, s’au- 

proche indefiniment d’une limite a plus grande que 1 , la serie 

*) P°ur abreger, on reprdsentera dans ce mdmoire par to une quantity qui peut etre 
plus petite que toute quantity donate. 
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^>0 H - ^>1 ^2 “(— ‘ * * | *m@m j * * *’ 

oil e m est une quantite qui pour des valeurs toujours broissantes de m ne 

s’approche pas indefiniment de zdro, sera necessairement divergente. 

Theorhme II. Si dans une sdrie de quantites positives p 0 pi 4~ • • * 

-[- (j m • le quotient - ™ +1 ? pour ’des valeurs toujours croissantes de ra, 

s’approche indefiniment d’une limite a plus petite que 1, la serie 

*0^0 + *1(^1 + *2(^2 + * * • 4 “ f «( > ™ 4 ~ • * *? 

oil f 0 , e 2 etc. sont des quantites qui ne surpassent pas Tunite, sera nd- 
eessairement converg*ente. 

En effet, d’apr&s la supposition, on pent toujours prendre m assez grand 
pour que p w+1 • •• (W» < • H suit de 1& que 

() m + k < et par suite 

P*. + P*»+i 4~ ’ ' ‘ 4~ (W» < V™ (1 4~ a 4“ -j- • • • -[-«*)< Y^la ’ 

done, it plus forte raison 

*mtym ~ (~~ + + l | * * * 4~ f m+«^w+n ^ p~ * 

Or, puisque ^ m+jfc < <x k Q m et a< 1, il est clair que et par consequent 
la somme 

J” ~\ * * * 4~ tm + nQm+n 

aura zero pour limite. La serie ci-dessus est done convergente. 

Theorhne III. En designant par t 0J f 2 , . . . f in . . . une serie de 
quantites quelconques, si p m = U + ^ -f - 1 2 + « • • 4 -i m est toujours moindre 
qu’une quantite d^terminee d, on aura 

r — *o*o 4" * 1*1 4“ 4“ * * * 4-V. < ^ B oi 

oil f 0 y * i , *2 • • • sont des quantites positives ddcroissantes. 

En effet, on a 

*0 Po ? ^1 ~~~Pl po 5 * 2 ~~P 2 ^1 etc. 

done 

r = e «Po + f l (Pi —Po) + f 2 (p* —Pi) H h «■ (p m —p„-l), 

on bien 


r -P»( f 0 f 0 +i ? l( f l f s) + • V’ 1 (fm-l f„) ■ 
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Or les differences e 0 — e 17 e x — e 2 , ... etant positives, la quantite r sera evi- 
demnient moindre que <5> 0 . 

Definition . Lne fonction fix sera dite fonction continue de x entre les 
limites x = a et # = &, si pour une valeur quelconque de x comprise 
entre ces limites, la quantity f(x — /?), pour des valeurs tou jours d^crois- 
santes de /?, s’approelie indefiniment de la limite fix. 

Theoreme IV. Si la serie 

fiaz^v^v.a^v.a^-fi 1 ~v m cc m -\ 

est convergente pour une certaine valeur d de a, elle sera aussi convergente 
pour toute valeur moindre que <?, et, pour des valeurs toujours decroissantes 
de /?, la fonction s’approchera indefiniment de la limite /«, en 

supposant que a soit egal ou infSrieur k d. 

Soit 

®o + »i a + • • • = 

v m ct m -\-v m+1 a a+1 -l r ... = y a , 

on aura 

( Cl \ m / ry \ + 1 

-j) ®-+»*" +1 4 — ; 

done, d aprfes le theoreme III, ip a < | j j P i P designant la plus g'rande 

des quantity vj ” , + ©. + i*“ +1 , vj m + + t>„ +f d" + * etc. On 

pourra done pour toute valeur de «, egale ou inferieure a d, prendre m 
assez grand pour qu’on ait 

xfja = cv. 

Or fia = (pa-\- \pa, done fa — f(a — /3) = (pd — <p(a — /?) — |— co. 

De plus, <pa etant une fonction entifere de a, on pent prendre /? assez 
petit pour que 

(pa — (p(a — /3) — w- 

done on a de meme 

/«—/(«—/?) = to, 

ce qu’il fallait demontrer. 

TMoreme V. Soit 

Vo + v^ + vJ*-] 

une sdrie convergente, dans laquelle v 0 , v t , v 2 . . . sont des functions conti- 
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nues d’une- meme quantity variable x entre les limites x = a et x = b , la 
serie 

fx = v 0 ~\-v x a-}-v 2 a 2 -\- • • • > 


ou a < d, sera convergente et fonction continue de x entre les niemes limites. 

II est dej k demontrd que la serie fx est convergente. On peut de- 

montrer comme il suit, que la fonction fx est continue. 

Soit 

v Q — f- « — |— • • • -f~ v m _ x a m ~ x == (px , 

V m am V m+l am+1 = 

on aura 

fx = (px~\~ l fJX. 

Or 


H fX = I nr + 


n*- +1 - 


T V m 


done en designant par Ox la plus grande des quantites v m 3 m , o m+i ^ m+l } 

etc., on aura en vertu du theorfcme III: 

(-J-) Ox. 

II s’ensuit qu’on peut prendre m assez* grand pour qu’on ait ipx = co 7 et 
que par consequent on ait aussi 

fx = (px-\- CO, 

ou co est moindre que toute quantite assignable. 

On a de meme 

/(*— P) = <p{x — /?) + <«, 

done 

/*— /(*— /S) = (px — <p(x — /?) + <». 


Or d’aprfes la forme de cpx il est clair qu’on peut prendre (i 
pour qu’on ait 


d’oix Ton tire 


<px (p(x /?) = CO, 




Done la fonction fx est continue*). 


co. 


assez petit 


*) Dans Fouvrage cite de M. Cauchy on trouve (p. 131) le theoreme suivant: ”Lors- 
”que les diflterens termes de la serie, w„ + v x -j- w a -| sont des fonctions d’une 
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Theorime VI. Lorsqu’on d&igne par <> 0 , Pl , etc. <> 0 ', p/, p/ etc. lea 
valeurs numenques des membres respectifs des deux series convergentes 

»*4~ V l 4“ V 2 + • ’ ‘ =P, 

, . V+V+VH =p', 

si les senes 

(*0 + Pi + (>2+--- 

If* 4~ (ft H~ Q» 4~ • • • 

sent de meme convergentes, la serie r, + *•» + »•, 4 , dont le terme ge- 

n^ral est, ” 

+ trf—t 4 1 - v„v 0 \ 

sera de meme convergente, et aura pour somme 

( v o + »i + w»4- • • •)(V + *i / + ®/+ • • •). 

Demonstration. En faisant, 

pm~ Vq-\- v i +•••-(- , 

Pm == V iS 4“ V 1 4“~ • ' ' 4 -W m4 

on voit aisdment que 

(a) r 0 + )\ -I- r, f- r 2m —p„pj + [p 0 vj +p l v' in _ 1 -\ hp m -iv'm+i(=0 

+Po'v»« +P/V im _ 1 + b Jp'm-iVm + i (= f) 1. 

Soit 

p« 4- (ft 4" p» 4~ • • • = «, 

Po'4 - p.'+<>/4 = u 'i 

il est clair que, sans dgard au signe, on aura, 

t < U ((j 2m 4~ p 2„_i 4 f- 

t < u ((**„ 4~ Ps»>-i 4 h P™+i)- 


’’meme variable a, continues par rapport a eette variable dans le voisinage d’une 
r valeur particuliere pour laquelle la serie est convergente, la somme s de la serie 
”est aussi, dans le voisinage de eette valeur particulars fonction continue de a-.” 
Mais il me semble que ce theorinne admet des exceptions. Par exemple la serie 

sin a; — \ sin 2a -f- \ sin 3x 

est discontinue pour toute valeur (2m+l) ? r de at, m etant un nombre entier. Il 
7 a ; comme on sail, beaucoup de series de eette. esp^ce. 
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Or les series (j 0 -{- • • • et p 0 ' ~h “h V* ~b * * * convergentes, 

les quantities t et t\ pour des valeurs to uj ours croissantes de s’approche- 
ront inddfiniment de la limite z^ro. Done en faisant dans liquation (a) m in- 
tini, oil aura 

r o “h r i r * r s “h ' * * = ( v o v i ~f* ~h * * * ) ( v o ~]r v i H” v * 4” * * * ) * 

Soient t 0 , . . . , t 0 ' , t x * , f 2 ' . . . deux series de quantites positives 

ou negatives, dont les termes gen^raux s’approchent indeftniment de z^ro, il 
suit du theorkme II que les series • . ■ et t 0 f t x a -j- t/a 2 

-f- • • • 5 oil a designe une quantity inferieure k l’unitd, doivent etre conver- 
gentes. II en sera de meme en attribuant k chaque terme sa valeur nume- 
rique, done en vertu du theor&me precedent: 

f U ~1” ~h H” • ■ •) (V “f* ti a ~h ^ a “h • * *) 

(b) | = UU' “h (M</ ~h Wi) a ~h “h t{t x -MoV ) a * ~h * * * 

Maintenant si Yon suppose que les trois series, 

U 4~ h t* H~ • * * 
t<s ~h 4~ ** 4” * ■ * 

^0 U' + (^1 *o' + *0 *l) + (^2 C + ^1 tl ~h *0 V) 4“ * * • 

soient eonvergentes, on trouvera, en vertu du th^orfeme IV, en faisant dans 
Tequation (b) a converger vers l’unite: 

(^o 4“ *i 4” U 4” • • • ) (V + ti 4~ U' 4“ * * • ) 

= *o' 4“ (^i U' + V) 4“ (^2 C 4“ ti + *0 h') “(-••• 

3 . 

Examinons maintenant la serie proposee, 

En la d&ignant par <p m, et faisant pour abreger, 1 = 7 ti 0 , ™ — m i7 

m(m — 1) , r / i ni(m — 1) . . . (m — ju-bll 

— \ — = m , , et en general — ^ — — — 1 =i 

. z “ l . z ... it 


on aura 
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i 1 ) <pm = m 0 -{-m 1 x-{-m 2 x*-] * . . . 

II s aoit d aboid de ti ouver les valeurs de m et de x pour lesquelles 
la s&rie est eonvergente. 

Les quantises m et x ^tant general ement imaginaires, soit*) 
x = a-\-bi, m = fc- \-k' t\ 

ou a, bj k , Jc sont des quantities reelles. En substituant ces valeurs dans 
liquation (1), elle prendra la forme 

cpm =p -\-qiy 

ou p et q sont des series dont les tenues ont des valeurs reelles. On peut 
trouver ces series de la manifcre suivante: Soit 


Ton aura 


(«■ + *•)* = «, 


~ = cos (p j ~ = sin<p, 


x = a (cos ip -j- i sin (p\ 

ou a et (p sont des quantites reelles, a <*tant en outre positif. 
de plus 


on trouvera 


m — u -f- 1 

u 


— (cos sin ) 


k -\-k' i — fx 1 
f* 


Si Ton fait 


Si 


<5\, 


[*—11 + 1 

1 v 

dans f expression 





008 = 


*— g+1 . 
t* ^ ’ 



m — f,t 1 . . . 

U — = f M C0S r.u + * Sin y „) , 

on fait successivement ft figal h 1 , 2, 3, . . . u , on obtiendra it equations 
qui multipliees terme k terme donneront 

m ^ _ m{m~l)(vi—2) . . . (m—p + 1 ) 

1.2.3 . ... fx 

= *»***» • • • ^[cosfo + y.-j + + j -y„)]. 

On tire de la, en multipliant par 


*) Pour abreger les formules nous ecrivons partout dans ce m^moire i au lieu de V 1. 


Note des ed. 
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x- 1 — a M (cos (p -(- i sin <p) 11 = a - l (cos ft (p -f- i sin f t <p) : 

7 n p x> u — a** 3 1 $2^3 • • • ^ [cos [fop /i Yu) 

+ * sin L a( p + Yi + r* 4 h y,)1 > 

on bien en faisant pour abreger 

^2 ^3 * * • = ^tit t u( P H~ Y\ ~b V'i ~~b * * * H" Yu — ® u : 

m fl — (cos 0 fl -f- i sin 8 , t ) . 

L’ expression (1) se change par 12t en celle-ci, 

(pm = 1 -f- (cos -}- « sin 0 t ) X 2 a 2 (cos 0 2 i sin 0 2 ) 

+ • • • +^a^(co8tf /4 + *8in-^) -f- • . 

ou en celle-ci, 

(pm= 1 -1-AiCJCosd! -|~Jl 2 a 2 cos^ 2 -j- • • * -|- A^cr^cos 0 fl -j- • • • 

~\~ iil^a sin#!-}- A 2 a 2 sin# 2 -|- • • • -|-it^a Al sintf 4l -|- • • • ). 

On a done 


(*) 


p = l-\-l l a^,o^8 i -\-l 2 a 2 co^8 2 ~\~ • • • k fl a^ cos 8 U -(- ♦ • • 
q = l t a sin # t sin 0 t -\~ • • • -f- A /t a" sin #„ -J- • • . 


Or je dis que ces series seront divergentes ou convergent #! , selon que a est 
mperieur ou infer ieur k 1 ’united 

De Texpression de on tire A, t+1 = d M+1 l flJ done 




done pour des valeurs toujours croissantes de u, <? /t s’approchera de la liniite 
1, et par suite ■ — de la liniite a. Done en vertu des theor^mes I et 

II du paragraphe precedent les series p et q seront divergentes ou conver- 
gentes, suivant que a est supdrieur ou inferieur k 1’unite. II en est done 
de meme de la sdrie proposde (pm. 

Le cas ou a = 1 , sera traite plus bas. 

Comme la stfrie (pm est convergente pour toute valeur de a infgrieure 
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h 1 unite, la somme en sera une certaine fonction de m et de x. On pent, 
comme il suit, etablir une propria de cette fonction k l’aide de laquelle 
on peut la trouver: On a 

= ■ ■ ■ -}- -f- ■ ■ - , 

tpn = n a -|- n x x -j- nX -(-••• + n X“ + • • • > 

oil n u designe la valeur de m u pour m — n. On en conclut d’aprfes le tlieo- 
r&me VI: 

<pm .(pn — tX -f {tX + /, V) + (W + tX + W) H 

+ ('o O' + b < V-l 4" ^ ' M — 2 + • • • • • •» 

ou i fl z=mX , t u = n u x“ x on supposant que la s(5rie du second membre soit 
convergente. En substituant les valeurs de t u et on aura 

(pm . (pn = m v n 0 -}- (m 0 n i -|- m x n 0 )x -J- (m 0 n 2 -(- m 1 n l -)- m t n u )x 2 

+ i m x + 4 - + • • • ■ ■ ■ 

Or, d aprfes une propriete connue de la fonction >n H , on a 

(m -f- «)„ = m 0 n„ -|- m t n^_ x -(- r,i 2 w „_ 2 -| -f- m H n u , 

(m -| - n) f , designant la valeur de m a lorsqu’on y substitue m, -|- n pour m. 
On aura done par substitution 

ip m . cp n — (hi -f- n ) 0 -|- (m -[- n) i x -|- (m -j- n) 2 x 2 -|- • • . -|- (m -|- n)„ x fi -}- ■ . * 

Or d’aprfes ce qui precede, le second membre de cette equation est une serie 
convergente et precis ement la merae chose que cp (w. -j- n ) ; done 

(3) <p m . (pn — (p (m n). 

Cette equation exprime une propri&e fondamentale de la fonction <pm. De 
cette propriete nous d^duirons une expression de la fonction sous forme finie 
h l’aide des fonctions exponentielles, logarithmiques et circulates. 

Comme on l’a vu plus haut, la fonction cpm est de la forme p~\~q?, 
p et q etant toujours r^els et fonctions des quantites k , k', a et <p, et 
m = k -j- k' i , x = a (cos (p-\-i sin <py Soit 

p -[- q i = r (cos s-\~i sin s ) , 

P q 

— — COS S, — = Sin 5, 
r 7 r ‘ 


on trouvera 
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r etant to uj ours positif et s une quantite reelle. Soit 

r=f(k,k'), s=p(k,k'), 

on aura 

(3 ) p -[- qi = <p(lc -f- lc'i) =f(lc , &') [cos ^ (£,&') -|- z sin yj(k,k')]. 

On en tire, en mettant successivehient l 7 /' et lc' -\-V h la place de 

k et lc 7 

9 ( l + v 0 =/(M' ) [ cos V' (7? ) + * sin V' (/ ? V ) ] 7 
<p[k 1 (Jc' V) t] 

— f(k ~(~ h & 0 [cos 9 (k /, lc' -f- V) -}- i sin if' (lc -j- I 7 lc' -j- /') ] . 

Or en vertu de l’equation (pm.(pn = (p on a 

<p \k -f- / -f* 4" 0 2 ] = (f ft ~h k' % ) ^ (/ -f - r ? ) , 

en faisant ?/z = £ -f- z , n — Done en substituant, on obtient 

f {k 1 7 Jc' 1') [cos \p (lc -{- /, lc' -(- 1') -|- 1 sin y> (k -j- /, -J- /')] 

— /(* j /( J > 0 [ cos (V ; (&? &') + f 0 ) + i sin (tyih &') + ( / , 0 ) ] . 

Cette equation donne, lorsqu’on separe les tenues reels des termes imagi- 
naires, 

y (k + l,k' + /') cos V* (* + *>&' + 0 /') COS [y'(fc, fc') -|- <//(/, /')], 

/(^ + ^5 k' -|- ?') sill ip (Jc -f =/(&, &')/(/, /') sin [<//(&, fc') -|- */;(/, ?')] . 

En faisant les carres et ajoutant les equations membre h inembre, on aura 

, [/(* + + =[/(** &')/{!? 0 ]% 

d ou 

(4) /(&-(-/, &'-{-/')===/(&, &')/(/, ?'). 

En vertu de cette equation les preeedentes se transfonnent en celles-ci: 

cos ^/(fc-[-/, Jc' -)-/') = cos fy(/c, V'(7> /')] , 
sin \p (lc -f- /, lc -j- /') = sin [ ip{k , Z?') -|- C)] , 

d’ou Ton tire, 

(5) fc'-J- T) = 2mn-[~\p(Jc 1 Jc')-\~ iff (I, I'), 
m 6tant un nombre entier positif ou ndgatif. 

Maintenant il sagit de tirer les fonctions f(lc,k') et ip(k 7 k') des 
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m (m — 1 ) 


+ *•' 


equations (4) et (5). D’abord je dis qu’elles sont des fonctions continues de 
k et k' entre des limites quelconques de ces variables. En effet, d’aprfes le 
theor&me V, p et q sont evidemment des fonctions continues. Or on a 


f(k, = + </)*, 


cos ip(lz,ld) 


/(Mr 


sin i// (7c, 7c') 


g . 

/(MV 


done /(&,&'), de meine que cos ip(k,ld) et sin !/;(&,&'), est une fonction con- 
tinue. On pent done supposev que tp(Jc,Jd) est aussi une fonction continue. 
Nous allons d abord examiner Tequation (5). xp{k^ld) extant une fonction 
continue, il faut que m ait la meme valeur pour toutes les valeurs de 7c, 7c', 
/, I . En faisant done success! vement 7 = 0, 7c ~ — : 0 7 on obtient 


*p{kfk — [— 7 ) — 2 YYiTi — [— 7c') ~|— ^/(0, /'), 

»//(/, k' 7') = 2 mu - \ - i/>(0,7c') -j- i //(/, 7'). 

En eliminant entre ces equations et Fequation (5) les deux quantites \p(k 7 k') 
et i/;(7, 7'), on trouvera 


V ; (*> Jc ' + l ') + 1 P{1, k' + 7') = 2 m-t -f- 1//(0, if) 1//(0, 7') -j- \p(k -f- 7, Id -■]- 7'). 

Soit pour abreger 

^ j l p(k^k -j- 7 ' ) — 0 k , 

( 2^71 -|- i// (0, Id) -[- ip (0, 7*) = <7, 

on aura 

( 7 ) 8k-\-0l = a-\-8(k-\- 7). 

Eti faisant ici successivement 7n=7c, 2&, . . . on aura 

0 k -|~ 8 (2 &) = a -|— 0 (3 &) , 

$7c — |— 8 (37c) = a — |— # (47c) , 


8k-\- 8(y — 1) & = a -|- 8 (^A;). 
En ajoutant ces equations, on trouve 

( 7 "> = — l)a-f 6(()k). 

On en tire, en faisant 7c = 1 , 

8y = (>[$(!) a] -|— a, 
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ou bien en faisant 0(1) — « = c, 

( 8 ) Qqz=zzC(J — |— Cl* 

Voilk done la valeur de la fonction 6k, lorsque k est tin nombre entier. 
Mais la fonction 6 k aura la meme forme pour toute valeur de k , ce qu’on 
peut d&nontrer aisement coimne il suit. Si Ton pose dans Fequation (7') 

k = ? ft etant un nombre entier, on en tire p . 6 | ~~ j = (p — l)a 6ft . Or 

en vertu de Fequation (8) 

6 u — c/t -j- a , 

done en substituant et divisant par p, on trouve 



Liquation (8) a done lieu pour toute valeur positive et rationnelle de p. 
Soit l — — k, Fequation (7) devieridra, 

6k 6 ( — ]c) = a-\-6 (0) . 

II s’ensuit, en posant k — 0, 

6(0) = a, 

et par consequent 

0(—k) = 2a—6k. 

Or k etant rationnel et positif, on a 6k = ck a, done 

6 ( — k) = — ck -J- a . 

Liquation 

(9) 6k = ck a, 

a done lieu pour toute valeur rationnelle de k et par consequent, puisque 
6 k est une fonction continue, pour toute valeur rdelle de h. 

Or 6k = ty(k, k' -|- / '), et a = 2m7T ip(Q,k') ip(Q,7 ') faisant done 
c=6(k f , l'), on obtient 

(10) k f -\~ V) = 6(k\ V ) . k -[- 2mr( if/( 0, k') <//((), ?'). 

On tire de la, en faisant fc=0, 

ip(Q,k' = 27Yin-\-y(Q, k') -j- ip(0, V), 

Cette Equation etant de la meme forme que Fequation (7), elle donnera de 
la meme manifere 
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^(0, k , ) = fi'k ' — 2m7i, 

/?' etant line quantity ind^pendante de k\ 

En mettant V k la place de k\ on obtient i//(0 , /') = — 2mn-\- ft'l'. Eli 
substituant ces valeurs de i//(0, &') et de y(Q,l') dans Tequation (10) on en 
tirera 

ty(k 7 k -|- /') = 8(k ' , /') . k -|~ (i'{k' -|~ V) — 2 witt. 

On voit par Ik que 0 (&', /') est une fonction de En la designant 

par F (Jc f -)- / ' ) , on aura 

^(kj k' -{- /') = F(1c' -f- V ) . -j- /') — 2 inn, 

et par consequent, en faisant /' = (), 

ip(k-) k') — Fk' . k -j- (i'k f — 2 m jr. 

En remarquant que 

y(k, ¥ -f V) — 2 mu y(k, ¥) + t//(0, Z'), 

V'(C), V) = /?'Z' — Iran, 

1 ’equation precedente donne 

F Q e ‘ ^ ) • k + ft ' (k ' + V ) — 2 m n = 2 m a -f- Fk ' . k -f- /? ' k ' — 2 m n -(- ft ' V — 2 m n , 
c’est-a-dire : 

F(&' -f /') = F%'. 

Done faisant *' = 0, on obtient FV = F(Q) = /3 = F¥. Par suite la valeur 
de yj(k,¥) prend la forme, 

(11) y(k, k') = ftk-\- ft'¥ — 2 mj-r, 

ft et ft' etant deux constantes. Cette valeur de ¥) satisfera ;\ l’equa- 

tion (5) dans toute sa gendralitd comme il est aise de le voii*. 

Maintenant, examinons l’e< | nation, 

f(k + 1 , ¥ + Z') =f{k, ¥)f(l , V). 

Puisque f(k,¥) est toujours une quantity positive, on peut poser 

f(k,k') = e F ‘ k ' i '\ 

F(k,¥) ddsignant une fonction re el l e continue de k et k'. En substituant 
et en prenant les logarithmes des deux membres, on trouvera 

F(k + Z, ¥ + V) = F(k, ¥) + F(l, V). 
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Comme cette Equation coincide avec liquation (5), en mettant F 1 1 la place 
de ip, et 0 k la place de ra, elle donnera en vertu de l’dquation (11) 

(12) F(k,k') = dk+rk\ 

d et (T, de meme que (3 et /?', dtant deux qualities ind^pendantes de h et 
de fe\ La fonction f(k,k') prendra done la forme, 

f(k,k') = e M ‘ k ' 

Les fonctions \p(k,k} et y (&,&') etant trouvees de cette mani&re, on 
aura, d’aprks liquation (3'), 

(13) <p(k -f- k' t) = [cos (/3k -j- /?' k') -j- i sin (/?&-{- /3 ' A;')], 

on il reste encoi'e h trouver les quantites J, cL, /?, /?', qui ne peuvent etre 
que des fonctions de a et de </>. On a 


<p(k-\-k' 

p et q etant donnas par les Equations (2). En s<$parant les quantity belles 
des imaginaires, on aura 


( e Sk+ 3 k CQS -j- [3 ' k f ) = 1 a cos -j- ^2 a 2 cos j- • ♦ • 

) . . . 

\ * 8 j n (yj& -|- ft' k') = l l a sin 6 1 -)- l 2 a 2 sin 0 2 -[- • • • 

l + sin^+ . . . 


Nous allons d’abord consider le cas ou m est reel, e’est-k-dire oil 
k' — O. Alors les expressions (14) prennent la forme, 


(15) 


jk 


jk 


cos (3k— 1 -|- y « cos a 2 Gos2(p 

1) ( k 2) 3 


^ :s^_rzvi — -^« 3 cos3<p-f- • • . 


=/« 


sin /?& 


p « sin ^ 2 ^ a2 s ^ n 2 ^ 

ix*_a) . 


1.2.3 


sin 3 q) — | — 


Pour trouver d et /?, posons &=1, on aura 

e r5 cos/? = 1 -|-acosy; e^sin /? = «siny. 


= (1 -f- 2 a cos cp -|- « 2 )1, 


On en tire 
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COS ft = tz—t-zt , 

(1 + 2 a cos ff -f- a *) ? 

^=ITS 


sin ft = 


a sin (p 


(1 -|- 2a cos <p -j- a 2 )* 


T ? 


a sin <jp 
cos q) 


Cette d emigre Equation donne, en d^signant par s la plus petite de toutes 
les valeurs de ft qui y satisfasse, et qui est toujours renferm^e entre les 

limites et > 

ft = S — |— jit 7T , 

t u etant un nombre entier positif ou ndgatif. Done les Equations (15) se 
changent en celles-ci: 

fa z=z e^ k cos k{s fin) = e* k cos ks cos k fin — e* k sin k s . sin kit tt , 

0 a = e Sk sin k(s -{- air) = e Sk sin ks cos k/un -f- e Sk cos ks . sin kfi n, 

De ces equations on tire 

cos kun — e~^ k ( f a . cos ks -j- 6 a . sin ks) , 
sin kju n = e ~^ k {9 a . cos ks — fa . sin ks) , 

Or, d aprks le tli^orfeme I\ , 6a et fa sont des fonctions continues de a • 
par consequent il faut que cos kjiiTi et sin k t u 7 i conservent les memes valeurs 
pour toute valeur de a. J1 suftit done pour les trouver, d’attribuer k a une 
valeur quelconque. Soit a — 0, on aura, en remarquant qu’alors — 1 
fa = 1 , 6a = 0, s= 0, 

cos ku n = 1 , sin lc u n = 0. 

En substituant ces valeurs dans les expressions de fa et da, et en se rap- 

pelant que e* = (1 f- 2 a cos tp -(- a 2 )*, on obtiendra 

.* y 

fa = (1 -j- 2 a cos <p -J- a 2 ) 2 cos&s, 6 a = (1 -|- 2 a cos (p-\~ a 2 ) 2 sin ks. 

Done enfin les expressions (15) deviendront: 


k 

1 -f- . a cos <{ ■ 


k{k—l) 2 k(k— 2) , „ , 

■^Y72 a cos2 ^ + Y'2R — la cos3 cp-\- 


(16) 


K*- 1 ) , k(k — l)(fc — 2) , 


. , /Cl K 1 9 . 

j « sm (p -[ — ~~ 2 ~ a sin 2 cp 


{If- 2 a cos cpf-a 2 ) 2 cos ks. 
Y 2 3 a S s * n 3 <p -(-••• 


:(1 f-2a cosip f- a 2 ) 2 sin ks, 
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s £tant renfemi^ entre les limites g- et -| — ^ et satisfaisant & liquation 


tang s - 


a sin (p 


1-f a cos cp 


Les expressions (16) out 6te dtablies pour la premiere fois par M. Cauchy 
dans l’ouvrage cit£ plus haut. 

On a suppose ici la quantity a rnoindre que l’unite. On verra plus 
bas que a peut aussi etre egal k Funit^, lorsqu’on donne k la quantite k 
une valeur convenable. 

Dans ce qui prfeMe nous avons trouv6 les quantites d et ft. Mainte- 
nant nous allons montrer comment on peut trouver les deux autres quantites 
inconnues d' et ft'. Faisant k cet effet dans les equations (14) k = 0 et 
k' = on obtiendra 


e s n cos ft'n = 1 — |— Aj « cos 0 1 -|- X 2 a 2 cos 0 2 -|- * • • > 
c tVn mift'n = sin^-j-^a 2 sin0 2 -|- . . . , 

°u — dj d 2 d 3 . . . d w , 0 fl = u(p + ft + + • • • ( K et Yu dtant deter- 

mines par les Equations 



fi ~ 1 


l JV 


n 

/»<*« 


De ces equations on deduit les suivantes : 


^£n =1= X, i „ , 

n n 1 1 n 2 ' 

«' ,M sin/9'« l . Q - X t . . . , 

= - a sin 0, 4- sin 0„ 4- 

« M 1 « 2 1 


Or en supposant n positif on a = d 2 = rc, done * = d 8 d 8 . . . d„, et par 
suite 

€^' n COS 1 


sin 


- cos 0 l — J— d 2 a 2 cos 0 % — j— d 2 d 3 a 3 cos — |— 
= a sin 0 l -\-S 2 a 2 sin 0 2 -|- d 2 d 3 a 3 sin 0 3 -|- 


Ces series sont convergentes pour toute valeur de n, zero y compris, ce qu’on 
voit aisdment par le th^or^me II. En faisant done converger n vers la li- 
mite zero, et remarquant que, d’aprta le thdorfeme V, les sdries sont des fonc- 
tions continues, on obtient 
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a-a _j_ . . . 


^ > = «cos^ 1 / -[-^ 2 'a 2 cosd 2 / -[-^2 / ^3 / « 3 cos^3 / -|- . . • , 
fi' = aH\n0 1 ' a* sin 6 % * -|-£/ <V« 3 sin 0 3 ' -f- • • 

puisque <?' et ft' sont les limites des quantit&s — ~ cos ^---“ 1 e t eSnfim P' n . 

n n 1 

0/ est la limite de 0 U et <1/ celle de S^ Or, d’aprfcs 1’expression Vie S in 
on a d\/ = V — - ; done cos y u = — 1 ; sin y^ = 0 (lorsque a > 1), done 

cos 0^ =cos(«y> H -/2 + • • ‘ -hy^) = -f-sin t u<p .( — l)* 4 , 
sin OJ = sin (jiap + jq + y 2 + |- /„) = — cos yap . (— 1) 

on il faut se rappeler qiven vertu de liquation 

n i = S x (cos v ± i sinyq) , 

on a cos;q = 0, sin y 1 = 1, Done les valeurs de ft' et S' seront celles-ci: 

ft ' = a cos ip — a 2 cos 2 (p -}- ^ a 3 cos 3 <p — • • • ? 

S' — — (a sin (p — } a 2 sin 2<p -f- J a 3 sin 3 (f — • • • ) 


De cette mani&re on a trouve les quantites ft' et S' par des series infinies. 
On peut aussi les exprimer sous forme finie. Car on tire de 1 equation (15): 


e <% o,o&ftk — 1 . h — 1 9 _ , 

j = a cos tp 1 ^ - a cos 2 <p 


1.2.3 


cc cos 3 tp — | — 



e^ k sin jUk 
... _ 


* 1 

sin (p 


XTT3~^ « 3 sin 3 9 + • 


O11 en deduit, en faisant converger k vers zero, 

<)' = cecosf/> — £« 2 cos 2(p -\- |-a 3 cos S<p — • • •, 

,3 = a sirup — sin 2y sin — • . . , 

done ft' — if'— — ft. Done les expressions (14) prennent la forme 



(18) 


1 -\~i t a cos cos 0 2 • • • -)- l ft a “ cos 6 U -(- • • • 

= e^~/> k ‘ cos (ftk + ffl)=p, 
Aj« sintf, sindj-)- • • • sintf^-]- ■ . . 

= sin (ftk -\-dk') = q, 


ou 


S — \ log (1 -f* 2 a cos ip -}- a 2 ) , ft = arc. tang — ^ sin 

° 1 + a cos q 
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or la sonime de la serie propos^e fit ant; egale p -(- q on aura 

i (m — 1) 


(m — l)...( w— ^ + 1) ^ 

1.2. ..ft 

e Sk ~^ [cos (file + Sic') + * sin (file + Sic')]. 


14-y-*4-— fx y »*4- • • ■ + + 


Maintenant on a 

m = fc -(- k' x — a (cos <p -\- i sin (p) = a -j- b i ; 


done 


a = ya* -)- 5*, «cosy = «, «sin<p = 5, 


+ a 


<y — ^log(l -|-2a-}-a 2 -|-5 2 ) — £log[(l -j- a) 2 -f- 5 2 ], (i = arc tang ^ 

En substituant et en dcrivant m pour & et n pour l’expression ci-dessus 
prend la forme: 

(19) 

2+”J ( a + 604- <*+; 0 (W ~ 1 2 +nt) (a + & i )« 


4- &± . w t 1 )(w ~ 1 (>»- 2 +« 0 (o + h t y + . . . 

I (»»+»»)(»»— 1 +»*)(«»—2+»»)...(»i—#i+l+»*) / ( r , N u r 

' 1.2.3... fi l a T ot l i - ‘ ‘ - 

= j^cos (to arc tang ~+$nlog[(l +a) 2 4-i'< 2 ] j +i sin (in arc tang +.J,, log [(l+a) 2 +A 2 ]) j 

X [(1 +«)*+/>*] * e~ * * rc tang ‘+° • 

Cette expression a lieu comine nous Tavons vu, de meme que Texpression 
(18), pour toute valeur de a = Ya 2 inferieure k Tunite. 

En faisant p. ex. 5 = 0, n = 0, on a F expression 


( 20 ) 


i i m 

1 + r « 


rn - m(?n — 1) 


1.2 


s + 


:(l + a)”’, 


de laquelle nous tirerons parti ci-apr&s. 
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4. 


Dans ce qui pr^ckde on a trouv^ la somme de la serie proposee toutes 

les fois que a=]/ a 2 ~}-b 2 est inf&deur k l’unitd II reste encore k examiner 
le cas ou cette quantite est egale k 1. 

Nous avons vu par le th^or^me IV que lorsque a s’approche ind^fini- 
ment de 1’ unite, la serie 

v 0 ~f~ v 1 a -|— v 2 a 2 -|— • • • 

s’approcliera en meme temps de la limite v Q v 2 en supposant 
que cette derni&re serie soit convergente. En faisant done converger cc vers 
l’unit^ dans les equations (18), on aura 

(21) ' 1 + ;i ‘ cos6, ‘ + ^ cos ^H |-^ cos ^H =e s < k -^ k cos(/3 1 k-\-^ 1 k'), 

\ /, sin Q l -)- 1., sin (9 2 -| f- sin 0,, -[ =e^ k -^ k sm(/3 l k^ r ^ 1 k'\ 

ou et /?! sont les limites des quantites d et /?, en supposant que. les series, 
contenues dans ces equations, soient convergentes. Or il est clair que 
^ log (2 2 cos ^ 3 ) est la limite de d, et que 


arc tang 


_ 


1 -f~ COS (f 

est celle de (i] on a done 


arc tang 


2 cos \<p sin ^ (p 


2 (cos $(p) 2 


— arc tang (tang ^ cp) 


(22) d 1= =*log(2 + 2 cos <f), /?! = arc tang (tang j <p). 

Nous n’avons done qu’k examiner dans quels cas les series sont convergentes. 
A cet effet il faut distinguer trois cas: lorsque k est egal a — 1, ou com- 
pris entre — 1 et — 00 ; lorsque k est compris entre 0 et -j- 00 , et lors- 
que k est egal :\ zero ou compris entre 0 et — 1 . 


Premier cas, lorsque k est egal k — 1 ou compris entre — 1 
On a 


d„ = 


j k—p + 1 


Eli faisant done k = — 1 — n, on a 


+ 


t l I _■ 


et — cc- . 


+£)■]• 
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d’ou Ton voit que (5^ est toujours £gal ou superieur k l’unite. Or on a 
^ 7 i = ^i^ 2^3 • • • <5^} done pour des valeurs toujours eroissantes de ne 

convergera pas vers zero, done en vertu du th^orkme I les series (21) sont 
divergentes. 


Deuxihne cas , lorsque k est positif. Supposons que c soit une quantity 
positive infSrieure k fc, on aura 

(ft — k — 1 c) 2 = (/it — lc — l) 2 -j- 2c (// — k — 1) c 2 , 

done 


(/Lt — k — l) 2 -J- k' 
Si Ton fait 


{ft — k — 1 c) 2 -\-k' 2 — c 2 — 2c (/# — k — 1). 


t a > k 1 — y g + Ye ’ 


il s’ensuit que k' 2 — c 2 — 2 c(/i — k — 1) est negatif; par consequent 


e’est-k-dire : 


(ft — k — l) 2 -|~fc' 2 < (// — k — 1 — j— c) 2 , 


p—k—l + c v - l + lc—c 

<) M < — - — > , ’" < l • 


Si dans liquation (20) on fait cc — ~ , m -- 


n, on aura 


l + ^r =1 


n - w(l -f- n) 1 
M ‘ 


1.2 

1 n j n (« -|- 1) 1 

— 172 "" J 


... . 1 1 

1.2 u‘ 2 \ Sf.i 


Done en faisant n=l -\-k — c, on voit aisement que 


i+- 


l 1— * + c 


> 1 — 


1 -\-k C 


par consequent 


<l< 




done 


* U + jk 


, oh f i>Jc+ p ), 

y+t-p 


, oil ft > 0. 


En posant successivement ,«= 1, 2, 3 . . . tt, et en faisant le produit des re- 
sultats, on obtiendra 
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<y. 


? +1 °e +2 ■ ■ • V*< 

/ g+i )» 

le + ^ + i] 


/_£+* \ 


1 + i— c 


or = r)', <l a 4, . . . d, <4 .„, done 


>+e ■ 


V + ? ? 

^+ e < djdg . . . d. 


par consequent lorsqu’on fait ti — 0, 1, 2 . . . 




1 1 - 

L 1 

U?+i) 1+ * _c 

-L . . . _I__ 

r ( ? -f 2) 1 +*-‘ 

1 


fe+i“+l) 1+ *“ 


Si maintenant dans r expression (20) on fait a = 
on aura 


1 


1- \‘ 


A - — c 


Q + V+l 1 l.Sfo + ^+l)* 


? + i w + 1 / ‘ 

done en se rappelant que k> c: 

I Q + P \ c ~ k 

U + /*+ M 

II s’ensuit, en divisant par ( k — c) (p -\~ a -j- l)*~ c , 


Q + f l + I 

(k c) (k — c-\~ 1 ) | 


m = — h -J- c, 


> 1 


k — c 




1 


< 


1 t 1 


1 


(Q + P + 1) 1+ * c ^ k — e \($ + ti) k ~ c {Q + n + l)*~ c 
Cela donne, en faisant ft = 0, 1, 2 . . . [i et ajoutant, 
1 . 1 ,. 1 


b+i) 1+k -*~te+2y+*- 

11 s’ensuit que 


< 


^( Q + p + iy+*-c 

l/l ,1 


c \ r 


(Q + V+l) k ~ c } k — 0 Q k ~ c 


< 


1 


1 


pour toute yaleur de ft. Done la serie 1 + A 0 + + *2 + • • •> dont tous 

les tenues sont positifs, est convergente, et par consequent, d’aprfcs le tbeo- 

i*eme II, les series 

1 -f“ li cos 0i + ^ cos 0 2 -|- - • • -f- cos 6^ -[- • • • 

X x sin 6 X -f- h sin S 2 -f~ • • • -|- sin 6^ -f- • • • 

seront de meme convergentes. 
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Troisi&me cas , lorsque k est egal k zero ou eompris entre zero et — 1. 
Dans ce cas les series ci-dessus seront convergentes pour toute valeur de fc, 
pourvu que <p ne soit pas egal k (2 — |— 1 ) tt . Cela peut se demon trer comm e 
il suit: Soit 

m = k ~ |- k f ij x = cos (p -|- i sin <p , 

1 -\~m 3 x 3 ■ • * -\-m n x n — p n . 

En nmltipliant par 1 ~\-x : on obtient 

1 + ( w i + !) x + ( m 2 + W, ) + • • • -f- (m„ + x" -|- »»,, ®" +l = /j„ (1 -f- :r). 

Or on sait que 

m i 1 — (m -|- 1 ), , vl 2 + w, = (m -f- 1 )•> . . . , m H ~\- m n l — (m -|- 1 ) n , 

done en substituant: 

I 4. ( m -|_ i ), x -|_ ( m -|_ l) 2 rr 2 _j_ . |_ ( w l ) m = — m M a 71+1 + Vn ( 1 + *)• 

Maintenant, si Ton fait n— cx>, le premier inembre dc cette equation sera, 
d’aprfes le cas precedent, une sene convergente. En la d&signant par ,s* ? on 
aura 

*=t>n (1 + x ) — m n [cos (» V + * sin (» + 1) <p] j 

oil ??, est infini. Or on peut demontrer comme dans le deuxihme cas que 
m n = 0 pour n — o o. On a done 

.9 = p(l -[-&), oh 1 * * • 

Cette equation donne, si x -|- 1 if est pas egal k z<5ro, 

'' = nb' 

La s(5rie jr> est done alors convergente, et par consequent les series ci-dessus 
le sont eo-alement. 

o 

Si ^ — J— 1 = 0, on a 1 -|- cos <p -|~ i siny = 0, done sin cp = 0 7 1 -j- cos <p=0, 
d’ou <p = (2n-\- l)7r, n etant un nombre entier positif ou negatif. Done les 
series en question sont convergentes pour toute valeur de k egale it zero ou 
comprise entre 0 et — 1, si (p n’est pas egal it (2n-\-l)n. 

Lorsque </) = (2ra -j- l):/r, les series sont necessairement divergentes, car 
si elles etaient convergentes, elles auraient pour somme les limites des func- 
tions 


|- cos fj e p _j_ • sjn Q'p __ 
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en y faisant converger a vers Tunite, et faisant cp = (2rc-|- 1) n. Or 

3 — i log ( 1 -|- 2a cos <f -(- a 2 ) , /? = arc. tang a — ? 

° 1 + a cos 

done pour y = (2rc-f-l)rc on a 

tf = log(l — «), P — 0. 

La fonction en question prendra done la forme 

(1 — a) k [cos (&' log’ ( 1 — a)) -j- i sin ( k ' log (1— «))]. 

Or, k etant egal k zero ou negatif, il est clair qu’en faisant converger a 
vers l’unitii, on n’obtiendra pas pour cette fonction une limite time et deter- 
minee. Done les series sont divergentes. 

De ce qui precede il s’ensuit, que les series (21) ont lieu pour toute 
valeur de y , lorsque k est positif, et pour toute valeur de cp pour laquelle 

C0S 2” u e ^ P as z ^ ro ? lorsque k est egal k zero ou compris entre — 1 et 0, 

quelle que soit d’ailleurs la valeur de k'. Dans tout autre cas les series 
sont divergentes. Dans le cas que nous examinons, la serie generate (19), 
lorsqu'on y fait 6 2 + a 2 =l, ou b = ]/l — a 2 , prend la forme: 

1 +^±^’(» + V?^T)+ !+«■') („ + t ^TT ). 

+ ( m +.i)(m-l+.i) ( »-2+.,-) (g + y - r — i)< + 

= (2 -|- 2a ) 2 e ’ tane ' 1 + a [ cos j m arc. tang ]/ -j ”" + 1 w log' (2 -(- 2a) ) 

-j- i sin | m arc. tang |/~-| -|- |r«log(2 -)- 2a) j • 

Voici mi resume des resultats precedents: 

I. Lorsque la serie, 

1 , rn -j- n t { | z i (tn~\~ u i)(m — 14 -ni), . . , 

1 H j (g-f-ft t ) + V + 

est convergente, elle a pour somme 

[( 1 + a ) 2 + ^*]* e gl+ ° j^cos | m arc. tang j— + y log [(1 + «)*+ **] ) 

+ i sin | m arc. tang ” log [(1 -f a) 2 4- 6 2 ] | . 
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II. La serie est convergente pour toute valeur de m et u 7 lorsque la 
quantite y« 3 -|-5 2 est itiferieure *\ runite. Si "|/a* — |— 6* est egal h runite, 
la serie est convergente pour toute valeur de m comprise entre — 1 et 
-(- co ? si Ton if a pas en meme temps a = — 1. Si a= — 1, m doit etre 
positif. Dans tout autre cas la serie proposee est divergente. 

Coniine cas particulars on doit considerer les suivants: 


A, Jjorsque n — 0. On a alors 

i (in — 1) 


(24) 


(=[(i+«) , +**r 


cos m arc. 


tang -j— ■ — j i sin [in arc. tang yq_— 


Cette expression donne, en faisant a=acos<p, b—a siny et en separant 
les termes reels des imaginaires: 


1 I }U I m ( m 1) 2 I 

1 -J- y a cos cp -| >y~ Y" 1 a cos -}-••• 


(25) 


— (1 -{- 2 a cos <p-\- a 2 ) 2 cos m arc. tang ^ ^ S1 


a sm (p 


in • , m(m — 1 ) 9 . 

Y a sm V ~r — y 2 ~ a sm ^ 9 “I - • • • 


: ( 1 -[- 2 a cos cp -f- a 2 ) 2 sin m arc. tang y^p-- 


f COS cp j 


a sin (f 


. -f- a cos cp 


B. Lorsque 5 = 0. 

Dans ce cas Y expression gene rale prend la forme suivante: 


(26) 


1 


i -f- n i | (in -|- n i ) (m — 1 -\- n i) __ 2 

~i a i m ~~~ a ' 


Alors on a 


— (1 + a ) m [ cos ( n • Lg (1 -)- «)) -[- i sin (« . log (1 -f- a))] . 
C. Lorsque n — 0, 6 = 0. 


/ <z\n\ , i m , in (in — 1) , m (in — 1) (in — 2) Q , 

( 27 ) 1 + T a + — V. 2““ + ---- i A (1 + a)-. 


Cette expression a lieu pour toute valeur de m lorsque la valeur numerique 
de a est inf^rieure a 1 unit-4, de plus pour toute valeur de vi comprise entre 
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— 1 et -poo, lorsque a=l ? et pour toute valeur positive cle m 7 lorsque 
a— — 1. Pour toute autre valeur de a et de m le premier membre est 
une serie divergente. 

Faisant p. ex. a= 1, a= — 1, on a 


1 

1 


m 


m (in — 1 ) 


1 1 1.2 
in | m(in — 1) 


1 


1.2 


H =2", 

= 0. 


La premiere equation a lieu pour toute valeur dc m comprise entre — 1 et 
et la seconde pour toute valeur positive de m. 


1). Lorsque p a 2 -j- b 2 = 1 . 

Alors on a 




(in -p n i) (in — \ n i) 

TT" 2 


(«+]/«*— !)* -(- 


(28) / = (2+2a) * e" 


rc. tang ^ 


lAp* 

1 + a 


( m arc. tang V i^r a ~\ 

-|-log(2 + 2a)) 

| ?w arc. tangj/j-j— -| 

~'2'^ 0 8'(2 + 2a)j 


Si Ton fait ici a = cos ip , on obtient 


i 1 




l — (cos ip -p i sin ip) -P — X — l ( cos 2(p _p I sin 2<p) ~) 

cos 1 m (|- ip — ~p log (2 ~p 2 cos ip) j 

+ » sin ( m (| ip — tfn) + log (2 ■ + : 2 cos <p ) ) J , 


(29) { =(2 + 2 cos v y e - m(i9 -'* > 


en remarquant qu’on a 

x 1 /l — « , 1 /l — COStf 

arc. tang J/ r+ -- = arc. tang J/ arc. tang (tangly) =iy — 

si l’on suppose ) (/ compris entre p.r — ~ et <i + + • 

/ t u 
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E. Lorsque ^a 2 ~\~b^= 1, a = cosy, irzzsiny, n= 0. 

Dans ce cas F expression prec^dente donne 

i l — | — j— (cos y - \-i sin y) -}- ^ ( cos 2 y -|- i sin 2 ip) -]-••• 

m 

— (2 2 cos <p ) 2 [cos m (£y — sin m <p — pji)] 

depuis \<p = y 71 — ~ jusqu’it \ (p — | — ^ , 

ou 7 en s^parant la partie r^elle de Fimaginaire, 

^ 1 m , m(m — 1 ) _ , _ , ^ 

1 [ y 008 <P r — 1~2 — ~ cos 2cp -j- • • • = (2 -f- 2 cosy) cosra(^y — 

y am (p-{ \ 2 sm 2y-| =(2 + 2 cosy) 2 sin m(|y — $n) 

depuis ^(p = (tn — ^ jusqu’k \<p — ^n- ^ - 



( 32 ) 


Dans ce cas 

1 . m-f-« i 

J i j“" 

= (cos y) 


F. Lorsque a = 0, b = tang y . 

on obtient, lorsque y est compris entre ~\~ et — 

» (m-\-ni) (m — 14-nD,. so . 

t tang <f + f 2 — ’ (1 tang <p) 8 - 1 

-m e -n,p j- cog ( m( p n 1 0 „- C0 g y 'j _j_ f g J n ( n log COS </■■) ] . 


5. 

Des expressions preeedentes on peut, par des transformations conve- 
nables, en deduire plusieurs autres, parmi lesquelles il s’en trouve de trfes 
remarquables. Nous allons en developper quelques unes. Pour plus de de- 
tail on peut consulter l’ouvrage cite de M. Cauchy. 

A. 

SomnuUion des series a cos <p — £ a 2 cos 2 y -f- ^ a 3 cos . . . , 

a sinqp — |a 2 sin 2gp-| -^a s sin3<p 

Lorsque a est superieur it l’unite, on voit aisement que ces series sont 
divergentes. Si a est inferieur a l’unite, nous avons vu plus haut qu’elles 
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sont convergentes; leurs sommes sont les quantites fi et (5' du § 3, c’est-i- 
dire, en mettant pour ft et d leurs valeurs donndes par les Equations (18), 

i l°g(l -\-2a cos <p «*) = a cos <p — ^ a 2 cos2<p -j-^- a® cos 3 (p — • • • , 

a sin cp . a . „ 

arC - tang 1 a cos y = “ Sin V ~ i «’ 2 sin 2 cp + 1 ; 5 sin 3 cp 

Pour avoir les sommes de ces series lorsque a=^-J-l ou —1, il faut seu- 
lement faire converger a vers cette limite. La premifere expression donne 
de cette mani&re 



(34) 


( i log (2 — {— 2 cos <p) — cos (p — ft cos -\-ft cos 3 (p — 

\ i log (2 — 2 cos <p) — — cos (p — | cos 2 <p — £ cos 3 (p — 


en supposant que les seconds membres de ces Equations soient des series 
convergentes, ce qui a lieu, d’aprfes le tb dor feme II, pour toute valeur de (p, 
excepte pour <p = (2[i-\- l)n dans la premifere expression, et pour <p ~ 2 pin 
dans la seconde, ft etant tin nombre entier quelconque positif ou negatif. 

La seconde formule donne, en supposant (p compris entre n et — ,7, et 
en se rappelant qu’on a alors 

sin cp f 

arc. tang j + eosy = arc. tang (tang \<p)~ft(p: 

(35) ft<p=.sinq > — 2 s iii 2<p -j- ( sin 3<p — • • • (depuis (p — -)- 7 jusqu’k (p — - 7). 

Lorsque (p —7 ou = — 7, la serie se reduit fe zero, comme on le voit aisd- 
meat. II s’ensuit que la fonction: 

sin cp — \ sin 2cp -J- ^ sin — • . • 

a la propri&e remarquable d’etre discontinue pour les valeurs cp — n et 
tp — — 77. En effet, lorsque <jP = + 7r ? la fonction se reduit h zero; si au 
contraire ip = + (n — or), a dtant positif et moindre que tt, la valeur de la 
fonction est 



La formule (33) contient comme cas particulier la suivante : 

(36) arc. tang a — a — ^ - a 3 -f- i « B — • • • 

ce qu’on trouve en faisant = Cette formule sera applicable pour toute 
valeur de or, depuis 1 jusqu & — |— 1, les limites y comprises. 
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m (m — 1 ) 
1.2 


' + • 


B. 


Developpement de cos m cp et de sin imp si (.want les puissances de tang q>. 


On peut ddduire ces developpemens de Texpression (32). En effet, en 
faisant w = 0, et sdparant les parties reelles des parties imaginaires, on ob- 
tient, aprfes avoir multiplie par (cos <p)”\ 


cos m(p = (cos ip) m 1 


m (in — 1 ) 


1.2 


(37) 


(tang cp) 2 
m (m — 1 ) (in — 2) (in — 3) 


sin m(p = (cos (p) m m (tang cp) 


1.2.3 
m (in — 1 ) (in- 


(tang (py 


1.2.3 


(tangy) 3 + 


depuis <p — -£ jusqu’& cp= — — , et ces Equations out lieu pour toute va- 

leur de m lorsque tang<p est moindre que 1. Si tang<y> = +l, elles out 

lieu pour tout m conipris entre — 1 et -j-oc. Elles sont alors: 


m 



1 I 7C \ 

| cos I m -j- 

1 

1 = 1 

( 1 \ 

a , 

1 

fl_ 

m (m — 1) . m 

(*: 

— l)(m — 2)(m— 3) 

(38) 


[ 2‘j 

1 j 

1 

i.2 rt 


1 . 2 . 3 . 4 


. / 7t ) 

sill Ira 


/ 1 1 

“2 

| 771 - 

in (in — 1) (m — 

3 




l“2 J 


1.2.3 


+ ) 


C. 


Developpement de (cos si) 71 et (sinx) n en series ordonnees snivant les cosinus et les sinus 

des arcs multiples. 

Depuis quelque temps plusieurs analystes se sont occup^s du ddveloppe- 
ment de (cos x) n et (sin x ) n . Mais jusqu’k present, si jc ne me trompe, ces 
efforts n’ont pas enticement reussi. On est bien parvenu k des expressions 
justes sous certaines restrictions, mais ces expressions n’ont pas 6t4 rigou- 
reusement fondles. On peut les deduire assez simplement des expressions 
demontrees ci-dessus. En effet, si Ton ajoute les deux Equations (31), aprfes 
avoir multiplie la premiere par cos a et la seconde par sin a, on obtient 
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i 1,1 / \ l «*(#« — 1) / o \ l 

COS~« -y~ COS (« <P)-\ -j— 2 — ‘ C0S V a ^ V) “r * * * 

m ( \ 

= (2 -f- 2 cos <p) 2 cos a — -g- -(- TOpxi j 

| depuis = — ^ jusqu’t\ %(p = J • 

Or puisque 2 -|- 2 cos <p — 4 (cos ]-y) 2 , on aura, en faisant (p = 2 a?, 

cos«+ "^eos(«-2u:) + -i("' -£-^eos(«-4x)-f • ■ • = (2 cosx)” 1 cos (a-mx+2m(j.i) 

7C tc 

depuis x = 2 p,7 - ^ jusqu’a a; = 2 pxt 4- g" 

cos a + -y cos (a - 2a;) + -y-^- cos (« - 4a;) 4 (- 2 cos sc) 1 * cos [a-mx + m(2{)-\-l)n] 

depuis x = 2yjf + -g- jusqu’k x =2 par 4--yp* 

Si Ton fait ici 1) a — mx ; 2) « = nix ~\~ -g- ; 3) a = my , x^=.y — g 5 
4) a = my — ^ - > a; = y — > on obtiendra 

1) (2 cos a;)” 1 cos 2mp7i = cos mx 4- y- cos (to- 2) a; 4- — cos (to- 4)a; 4- • • • > 

... . . _ . m . / m(m-l) . 7 -v 

2) (2 cos a;) m sin 2 wp7r= sm ma; 4- y-sm(m-2)a; 4 — y-^ sm (to - 4) a; + • • * > 

depuis a; = 2 p xr - ~ jusqu 7 ^ x = 2 pxr 4* -g- ; 


3) 

(2< 

una.;)” 1 

1 cos m (2 p 4- ^) 

n = cos mx - 

?« 

T 

COS 

(m 

-2)* + ’“££> 

COS 

(m- 

• 4 )* - • • • > 

4) 

(2* 

una;)” 

1 sin in (2 p 4- -J-) 

. 7 . = sin mx - 

w 

T 

sin 

(to 


sin 

(m- 

- 4 ) x - • • • > 




depuis 

a; — 2 p 7T jusqu’k 

x = 

-(2p + l)»; 




5) 

(-2 

cos X') 

m cosm(2p4- 1); 

rr = cos nix 4- 

?n 

T 

cos 

(m 


cos 

(to- 

4 ) x+ • • • > 

«) 

(-2 

cos x) 

m sinm(2p4-l); 

71 — sin mx 4- 

T 

sin 

(?/i- 

-2)* + “f” 1 ' 1 ) 

sin 

(m- 

■4)iC + • • ■ > 




depuis x = 

■(2<» + i)» 

jusqu 






7) 

(-2 

sin a;) 

m cos m (2 p 4- f ) 

7i — cos mx - 

?/i 

T 

cos 

(to 


cos 

(to- 

■ 4 ) x - ■ ■ ■ , 

8 ) 

(-2 

sin x) 

” l sin w(2p + |) 

xr = sin mx - 

m 

T 

sin 

(to 

-2)x+ m ff 

sin 

(to- 

4)x~ • • •> 


depuis a? =* (2 p 4- 1) jusqu’Jt a; = (2 p 4- 2) 71. 
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Ces formules out encore lieu pour les valeurs limites de x, lorsque in 
est positif. Lorsque m est compris entre — 1 et 0 ces valeurs sont exclues. 
Conmie cas particuliers on pent considerer les deux suivants: 

(2 cos x) m — cos mx -f- ™ cos (m — 2) x -f- cos — 4) x -)-••• ? 

0 = sin mx -f- ™ sin (m — 2) x -f- ^ sin (m — 4) x -|~ • • • ? 

| depuis x = — * jusqu’a x = j • 



